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Grafok szinezése — Szinezési problémak
Oktato: Hajnal Péter

Jegyzeteld: Racz Anna Maria

Definicid. G graf (csucs)szinezés, azaz a graf csucsaihoz szineket rendeliink.

0 : V (G) > P paletta
A paletta lehet példaul P={piros,kék} vagy I * = {1,2,3,...}.

1. példa V(G) = {1,2,3,4,5}

P={p.k} , 1 —+kék
2 —+ kék
5 2 3 =+ piros
4 —+ piros
5 = kek
4 3

Definicio. Egy szinezés akkor jo, ha két szomszédos csticsot kiilonbozd szinnel szineziink
Ki. Azaz formalisan:

V e =xy € E(G) esetén minden e élre (e két végpontja x és y)

6(x) # 6(y)

Pl.: Az els6 példa nem j6 szinezést ad.
A masodik példa j6 szinezést ad.

P = {piros, kék, zold}

A két példa grafja k6zos, az 5 hossza kor. Ekkor
- O szinezéshez 3 szin elég
- J0 szinezés 2 szinnel nem oldhatd meg

Feltessziik (szinezési kérdéseknél), hogy egyszerii grafrdl beszéliink.

Megjegyzés: Minden cstcs kiilonbozo szint kap, mindig jo szinezés (feltételiink szerint nincs
hurokél).

6:V(G)>P 1-1/injektiv
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Alapkérdés: Milyen kevés szinnel tudom G-t jol kiszinezni?
Definicid. A G graf kromatikus szdma k, ha k szinnel szinezhet, de k — 1 szinnel mar nem
lehet. A kromatikus szam jel6lése: Y(G).
Formalisan:
¥(G) = G kromatikus szdma = min {|P| l1étezzen 0: V => P jo szinezés}
Definicio. Az azonos szint kapott pontok halmazat szinosztalynak nevezziik.

A szinezés felfoghatd mint a csucsok szinosztalyokba sorolasa tigy, hogy a szinosztalyokon
beliil ne haladjon él.

Alkalmazasok:
1. Orarend tervezés
Megtartando6 orak: (X.Y./ 1. A/ 1. matek)(X.Y./ 1. A/ 2. matek)
(X.Y./ 3. D/1. magyar) ...
(Z.K. /4. C/ torténelem) ...

Konfliktusok:

(X.Y./ 1. A/ 1. matek) és (X.Y./5. B/ 1. fizika) > nem lehet egyszerre
(X.Y.J1._A /1. matek) és (Z. K./ 1. A/ 2. magyar) = nem lehet egyszerre

A grafon a csucsok a megtartand6 orak; az €lek a konfliktusok. P={id6pontok}

2. Térképszinezési problémak

Adott T térkép, ahol a térképen 1év6 orszagok megfeleltethetéek a graf
tartomanyainak, az elemi hatarszakaszok pedig a graf €leinek.

Tartomanyok

Elemi hatarszakaszok

T tartomanyai halmaza jelolés: T (T) Két tartomany szomszédos, ha kdzos
hatarszakaszuk van.

0: ’E(T) - P (szomszédos tartomanyok kiilonbdz6 szint kapjanak)

Eszrevétel: 4 szin mindig elég! ,,Legalabbis gy tiinik” = De Morgan, Cayley
elismert matematikusok, kik népszertisitik a problémat.
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Definicio. Térkép egy G graf lerajzolva, amelyre:

- lerajzolt graf ¢l atmetszés nélkiil ,,szEp lerajzolas”
- minden ¢l két oldalan két kiilonb6zo tartomany van

Példak:
K Ka
o

oo/"o
,,/\l"o

nem sz¢ép lerajzolas nem szép lerajzolds szép lerajzolas

M Nem térkép

Nem térkép, mert nem
minden él oldalan van 2
kil6nb6z6 tartomany

Definicio. T térkép > T* dualis graf

- V tartomanyba févaros/cstcs

-V élre hataratkeld; a févaroshoz egy-egy
(egybeolvado)orszagut/él

- Térkép tartomany szinezése = duadlis graf jo szinezése

Sejtés = Ha G szépen rajzolt egyszerti graf, akkor y(G) <4
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Tétel. (Négy- szin-tétel) Minden sikbarajzolhato egyszeri G graf kiszinezhetd 4 szinnel, azaz
X(G) <4.

Definicid. K S V(G) csuicshalmaz klikk, barmely két K-beli cstics kozott van él,azaz
Osszekotott.

nem ‘..'

klikk |

Eszrevétel: - 6: V(G) > P (szinek paletta mérete)
jO szinezés
- Kklikk => K elemei kiilonboz6 P-beli szineket kell kapjanak
=[P | K|

Egy sikgrafban nem lehet 5 elemii klikk, mert Ks—nek nincs szép lerajzolasa. 5 elemi klikk
hidnya esetén azonban elképzelhetd, hogy a jo szinezéshez 5 vagy tobb szin kell.



